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概要
任意の Grothendieck 圏は，ある加群圏の “良い” 部分圏として実現できることが知られ
ている．すなわち任意の Grothendieck 圏は，加群圏の反映的充満部分圏 (包含関手が左随
伴を持つ部分圏) であって，さらに包含関手の左随伴が完全関手となるような部分圏になる
(Gabriel-Popescuの定理)．本稿ではこの定理を証明する．
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1 準備
環は積について結合的で単位元をもつとし，可換とは限らない．また圏はすべて locally small

とする．

定義 1.1. 圏 I がフィルター圏 (filtered category)であるとは，

(i) I ̸= ∅
(ii) 任意の対象 i, j ∈ I に対して，ある対象 k ∈ I と射 i→ k, j → k が存在する
(iii) 任意の射 f, g : i→ j に対して，h ◦ f = h ◦ g となる射 h : j → k が存在する

をみたすときをいう．
関手 F : I → C に対して I が smallなフィルター圏であるとき，F を filtered diagram，F

の余極限を filtered colimitと呼ぶ．

順序集合 (poset)を圏とみなしたとき，フィルター圏の条件 (iii)は明らかであるから，filtered

posetとは有向集合のことである．

∗ https://paper3510mm.github.io/notes.
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例 1.2. 環 Rに対し，右 R-加群のなすアーベル圏をMod(R)とする．フィルター圏 I からの関
手M : I → Mod(R)があるとき，⊕

i∈I Mi 上の同値関係 ∼を，x ∈Mi, y ∈Mj に対し

x ∼ y ⇐⇒ k ∈ I と µ : i→ k と ν : j → k が存在してM(µ)(x) = M(ν)(y)

によって定めると，
lim−→
i

Mi =
⊕
i∈I

Mi

/
∼

がM の filtered colimitになる．

注意 1.3. 余積をもつ圏において，任意の余積は有限余積の filtered colimit で表せる [Mac98,

Ch. IX, §1, Theorem 1]．

定義 1.4. 圏 Aの対象 Gが生成子 (generator)であるとは，関手 A(G,−) : A → Setが忠実で
あるときをいう．

命題 1.5. 余完備なアーベル圏 Aにおいて，次は同値である．

(i) G ∈ Aは generatorである．
(ii) 任意の X ∈ Aに対して，ある集合 I とエピ射 G⊕I → X が存在する．

Proof. (i) ⇒ (ii): X,Y ∈ Aに対して，合成

A(X,Y )
A(G,−)−−−−−→ Hom(A(G,X),A(G,Y ))

∼=−→ A(G⊕A(G,X), Y )

を FXY とおく．特に X ∈ Aに対して，idX ∈ A(X,X)の像を

evX = FXX(idX) : G⊕A(G,X) −→ X

とおく．このとき任意の Y ∈ Aに対して，Aでの完全列
G⊕A(G,X) evX−−→ X −→ Cok(evX) −→ 0

からMod(R)での完全列

　 0 −→ A(Cok(evX), Y ) −→ A(X,Y )
−◦evX−−−−−→ A(G⊕A(G,X), Y )

が得られる．ここで FXY = −◦ evX に注意すれば，Gが generatorであることから −◦ evX は単
射で，A(Cok(evX), Y ) = 0となる．よって米田の補題より，Cok(evX) = 0となり，evX は epi

射である．
(ii) ⇒ (i): f, g : X → Y に対し，f ◦ − = g ◦ − : A(G,X) → A(G,Y )とする．集合 I と epi

射 G⊕I → X をとると，各 i ∈ I で

G G⊕I X Y
ιi

f

g
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は一致し，coproductの普遍性から

G⊕I X Y
f

g

も一致する．G⊕I → X は epi 射だから，f = g となり，したがって A(G,−) は faithful であ
る．

命題 1.6. アーベル圏 A において G ∈ A が generator であるとき，関手 A(G,−) : A → Set

は conservative，すなわち同型射を反射する．

Proof. Aの射 h : A→ Bに対して，A(G,h)が同型射であるとする．特にA(G,h)はモノ射かつエ
ピ射である．h◦x = h◦yなる射 x, y : X → Aをとるとき，A(G,h)◦A(G, x) = A(G,h)◦A(G, y)

が成り立つが，A(G,h) がモノ射であることから A(G, x) = A(G, y) となる．G が generator で
A(G,−)は忠実であるから，x = y となる．よって hはモノ射である．同様にして hがエピ射で
あることもわかる．したがって hは同型射である．

注意 1.7. 実は命題 1.6 は逆も成り立つ．generator についての詳細は [KS05] や [ペ 20] を参照
のこと．

2 Gabriel-Popescuの定理
Gabriel-Popescuの定理 (定理 2.8)を証明する．

定義 2.1. アーベル圏 Aが Grothendieck圏であるとは，

(i) すべての余積が存在する
(ii) filtered colimitをとる関手が完全である
(iii) generatorを持つ

をみたすときをいう．

アーベル圏は coequalizerをもつから，条件 (i)より Grothendieck圏は余完備である．

例 2.2. 環 Rに対して，右 R-加群のなすアーベル圏Mod(R)は Grothendieck圏である．

例 2.3. スキーム X に対して，X 上の準連接層のなすアーベル圏 Qcoh(X)は Grothendieck圏
である [SP, Tag 077K]．

命題 2.4. Aを余完備なアーベル圏とし，generator G ∈ Aを持つとする．R := A(G,G)とお
くと，これは射の合成によって環となる．このとき，A(G,−)は関手 T : A → Mod(R)を定め，
さらに左随伴 S : Mod(R)→ Aをもつ．
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Proof. A ∈ Aに対して，アーベル群 A(G,A)は合成により右からの R = A(G,G)の作用が定ま
る．よって A(G,−)は関手 T : A → Mod(R)を定める．以降 T = A(G,−)とかく．
M ∈ Mod(R)に対して，S(M) ∈ Aを

• M = Rのとき，S(R) = Gとする．
• M = R⊕I のとき，S(R⊕I) = G⊕I とする．
• 一般のM のとき，free resolution

R⊕J −→ R⊕I −→M −→ 0

を取って S(M) = Cok(G⊕J → G⊕I)とする：

G⊕J −→ G⊕I −→ S(M) −→ 0.

によって定めると，これは resolutionの取り方に依らない．A ∈ Aに対し，完全列

0 −→ HomA(S(M), A) −→ HomA(G
⊕I , A) −→ HomA(G

⊕J , A)

を考えると，HomA(G
⊕I , A) ∼=

∏
I T (A) ∼=

∏
I HomR(R, T (A)) ∼= HomR(R

⊕I , T (A)) である
から，

0 −→ HomR(M,T (A)) −→ HomR(R
⊕I , T (A)) −→ HomR(R

⊕J , T (A))

と完全列として同型となり，自然な同型

HomA(S(M), A) ∼= HomR(M,T (A))

が存在する．よって S は T の左随伴となる．

注意 2.5. 命題 2.4の随伴は，いわゆる “普遍随伴”の例である：環 Rを，G ∈ Aを対象に持つ
A の部分圏と同一視すれば，F : R ↪→ A を包含関手として S = Lany F，T = LanF y である．
普遍随伴については [alg-d]の「Kan拡張」ないし「豊穣圏」の pdfを参照のこと．

補題 2.6. Aを Grothendieck圏，{Li}i∈I を Aでの filtered diagramとし，L = lim−→i
Li とお

く．射K → Lに対して，各 i ∈ I について pullback図式

Ki Li

K L

⌟

を考える．ただし右辺 Li → Lは余極限に付随する標準的な射である．このとき，同型

K ∼= lim−→
i

Ki = lim−→
i

(K ×L Li)

が成り立つ．
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Proof. Aは Grothendieck圏だから，filtered colimitをとる関手 lim−→i
は完全関手であり，特に有

限極限を保つ．したがって上の pullback図式の filered colimitをとって，pullback図式

lim−→i
Ki lim−→i

Li

K L

⌟

が得られる．ここで右辺の射 lim−→i
Li → Lは同型であるから，lim−→i

Ki
∼= K が成り立つ．

証明の鍵となるのは次の命題である．

命題 2.7. A を Grothendieck 圏とし，G ∈ A を generator とする．R = A(G,G) とおき，
T = A(G,−) : A → Mod(R)を考えると，命題 2.4より T は左随伴 S : Mod(R)→ Aを持つ．
随伴 S ⊣ T の同型

HomA(SM,A) ∼= HomR(M,TA) (?)

のもとで i : M → TAが f : SM → Aに対応するとき，iがモノ射ならば f もモノ射になる．

Proof. 二つのステップに分ける．
(Step 1): R の有限直和から M への準同型 t : R⊕n → M があるとする．τ = S(t) : G⊕n =

S(R⊕n)→ SM と置くと，随伴 S ⊣ T において

G⊕n SM

A

τ

f◦τ
f

adj.↭
R⊕n M

TA

t

i◦t
i

と図式が対応する．このとき任意の g : G→ G⊕n に対して，

f ◦ τ ◦ g = 0 =⇒ τ ◦ g = 0

が成り立つ．

∵) 環 Rを一点プレ加法圏Rとみなすとき，そのただ一つの対象 ∗を Gにうつすような充満
忠実関手 F : R ↪→ Aが自然に存在する．米田埋め込みを y : R→ Mod(R)とすると，関手 S

の構成から S ◦ y ∼= F が成り立つ．特に

HomR(R,R)

HomR(∗, ∗) HomA(G,G)

SRRy∗∗

F∗∗
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が同型を除いて可換で，SRR : HomR(R,R)→ HomA(G,G)が全単射になる．このことから

S : HomR(R,R⊕n) ∼=
∏
n

HomR(R,R)→
∏
n

HomA(G,G) ∼= HomA(G,G⊕n)

も全単射になることに注意する．
したがって g : G→ G⊕n を任意に取るということは，対応する j : R→ R⊕n を任意に取る
ということである．随伴 S ⊣ T において図式が

G G⊕n SM

A

g

fτg

τ

fτ
f

adj.↭
R R⊕n M

TA

j

itj

t

it
i

と対応するとする．fτg = 0 ならば，随伴の同型 (?) で対応する射 itj も 0 である．すると
itj = 0 = i ◦ 0 となり，i がモノ射であることから tj = 0 となる．よって τg = S(tj) =

S(0) = 0となる．

この事実を用いると，図式

0 Ker(τ) G⊕n SM

0 Ker(fτ) G⊕n A

h

k τ

f

k′ fτ

において誘導される射 h : Ker(τ)→ Ker(fτ)が同型射であることがわかる．

∵) 上の図式での可換性から h がモノ射であることはすぐにわかる．よって A(G,h) =

h ◦ − : A(G,Ker(τ))→ A(G,Ker(fτ))は単射である．命題 1.6より A(G,−)は同型射を反
射するから，あとは A(G,h) = h ◦ −が全射であることを示せばよい．
g̃ ∈ A(G,Ker(fτ)) を任意に取る．g = k′ ◦ g̃ とおくと，f ◦ τ ◦ g = 0 である．よって前
半より τ ◦ g = 0が従う．核の普遍性から g = k ◦ ĝ となる ĝ : G → Ker(τ)が存在する．こ
のとき，k′ ◦ h ◦ ĝ = k ◦ ĝ = g = k′ ◦ g̃ となり普遍性から h ◦ ĝ = g̃ がわかる．したがって
A(G,h)は全射である．

Ker(τ) G⊕n SM

G Ker(fτ) G⊕n A

h

k τ

f

g̃

g

ĝ

k′

fτ

(Step 2): 加群M に対してエピ射 p : R⊕I ↠ M を一つ取る．π = S(p) : G⊕I → SM とおくと
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き図式
0 Ker(π) G⊕I SM

0 Ker(fπ) G⊕I A

π

f

fπ

において射 Ker(π)→ Ker(fπ)は同型である．

∵) すべての余積は有限部分余積の filtered colimit で表せる (注意 1.3)．つまり J で I

の有限部分集合を表すとすると，R⊕I = lim−→J
R⊕J が成り立つ．S は余極限を保つから

G⊕I = lim−→J
G⊕J も成り立つ．J 成分の埋め込みを ι : R⊕J → R⊕I とし，pullback図式を含

む次のような図式

Ker(π) ∩G⊕J G⊕J

0 Ker(π) G⊕I SM

0 Ker(fπ) G⊕I A

⌟
S(ι)

S(pι)

π

f

fπ

を考えると，補題 2.6により Ker(π) = lim−→J
Ker(π) ∩G⊕J が成り立つ．同様に Ker(fπ) =

lim−→J
Ker(fπ) ∩G⊕J も成り立つ．

ここで Ker(π) ∩G⊕J = Ker(S(pι))に注意すると，Step 1で得た結果より

Ker(π) ∩G⊕J = Ker(S(pι)) ∼= Ker(fπ ◦ S(ι)) = Ker(fπ) ∩G⊕J

が成り立つ．よって

Ker(π) = lim−→
J

Ker(π) ∩G⊕J ∼= lim−→
J

Ker(fπ) ∩G⊕J = Ker(fπ)

となる．

さて S は右完全だから π = S(p)はエピ射である．よって

SM = Im(π) = G⊕I/Ker(π) ∼= G⊕I/Ker(fπ) = Im(fπ)

であり，この同型を通じて f : SM → Aは包含 Im(fπ) ↪→ Aに一致する．したがって f はモノ射
である．

定理 2.8 (Gabriel-Popescu の定理 [GaPo64]). A を Grothendieck 圏とし，G ∈ A をその
generatorとする．R := A(G,G)とおくとき，次が成り立つ．

(i) 関手 T = A(G,−) : A → Mod(R)は左随伴 S を持つ．
(ii) 関手 T は充満忠実である．
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(iii) 関手 S は完全関手である．

すなわちすべての Grothendieck圏は，加群圏の反映的充満部分圏で，包含関手の左随伴が完全
であるようなものとして実現できる．

Proof. (i) 命題 2.4ですでに示した．
(ii) Gは generatorであるから，T = A(G,−)は忠実で，随伴の counit εA : STA→ Aはエピ
射である．一方 εA は随伴の同型

HomA(STA,A) ∼= HomR(TA, TA)

で id : TA → TAに対応する射であるから，命題 2.7より εA はモノ射である．よって counit εA

が自然同型になり，右随伴 T は充満忠実である．
(iii) S は右随伴を持つから右完全である．よって左完全であることを示せばよい．
まず，自由加群 R⊕I の部分加群 K ⊆ R⊕I に対して，S(K) → S(R⊕I) = G⊕I がモノ射であ
ることを示そう．J ⊆ I を有限部分集合とし，R⊕I を R⊕J たちの filtered colimitで表す．K と
R⊕J の pullbackを

KJ R⊕J

K R⊕I

⌟

とする．このとき S(KJ) → S(R⊕J) = G⊕J はモノ射 KJ → R⊕J = T (G⊕J)に対応する射だか
ら，命題 2.7よりモノ射である．今 lim−→J

は完全関手だから

lim−→
J

S(KJ)→ lim−→
J

S(R⊕J)

もモノ射である．S は左随伴で，補題 2.6より K = lim−→J
KJ が成り立つことから，このモノ射は

S(K)→ S(R⊕I) = G⊕I と (同型を除いて)一致する．
さて S が左完全であることを示すには，一次の左導来関手 L1S について L1S = 0であることを
示せばよい．任意のM ∈ Mod(R)に対し，完全列

0 −→ K −→ R⊕I −→M −→ 0

を取ると，この完全列から長完全列

· · · −→ L1S(R
⊕I) −→ L1S(M) −→ S(K) −→ S(R⊕I) −→ S(M) −→ 0

が得られる．このとき，K → R⊕I がモノ射だから S(K) → S(R⊕I) はモノ射で，したがって
L1S(M) = 0となる．以上より S は完全であることがわかった．
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系 2.9. Grothendieck圏 Aは，完備である．

Proof. 定理 2.8で得られた随伴 S ⊣ T の unitを η : Id⇒ TS，counitを ε : ST ⇒ Idとする．右
随伴 T が充満忠実だから，counit εは自然同型であり，三角等式

T TST

T

ηT

Tε

より ηT も自然同型である．A が完備であることを示すためには，任意の小さい圏 J と関手
F : J → Aに対して，F 上の cone全体の集合をとる関手 Cone(−, F ) : A → Setが表現可能であ
ることを示せばよい．
a ∈ Aを任意にとる．∆: A → [J,A]を対角関手とすると，Cone(a, F ) = Nat(∆a, F )である．

T は充満忠実であるから，

Cone(a, F ) = Nat(∆a, F ) ∼= Nat(T (∆a), TF ) = Nat(∆(Ta), TF ) = Cone(Ta, TF )

である．Mod(R)は完備であるから TF : J → Mod(R)は極限 L = lim←−TF を持ち，

Cone(Ta, TF ) ∼= HomR(Ta, lim←−TF )

が成り立つ．
ここで，ηL : L→ TS(L)が同型であることが示せる：

∵) L = lim←−TF の limit coneを (L, ρ)とすると，各 j ∈ J について ηL の普遍性から

L TS(L)

TFj

ηL

ρj
Tπj

を可換にする A の射 πj : S(L) → Fj が一意的に存在する．普遍性から (πj)j∈J は F 上の
cone (S(L), π) をなす．このとき cone (TS(L), Tπ) を考えると，(L, ρ) が TF 上の limit

coneであったから，
TS(L) L

TFj

τ

Tπj

ρj

を可換にするMod(R)の射 τ が一意的に存在する．このとき

τ ◦ ηL ◦ ρj = Tπj ◦ ηL = ρj = idL ◦ρj

だから L = lim←−TF の普遍性より τ ◦ ηL = idL が成り立つ．一方 ηL ◦ τ : TS(L) → TS(L)
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を考えると，T が fullであるから，ηL ◦ τ = T (σ)となる σ : S(L)→ S(L)が存在するが，

T (σ) ◦ ηL = ηL ◦ τ ◦ ηL = ηL = T (idS(L)) ◦ ηL

だから unitの普遍性より σ = idS(L)，したがって ηL ◦ τ = idTS(L) が成り立つ．よって ηL

は同型である．

したがって，

Cone(a, F ) = Nat(∆a, F ) ∼= Nat(T (∆a), TF ) = Nat(∆(Ta), TF )

∼= HomR(Ta, lim←−TF )

∼= HomR(Ta, TS(lim←−TF )) via ηL
∼= A(STa, S(lim←−TF )) via S ⊣ T

∼= A(a, S(lim←−TF )) via εa

となり，Cone(−, F )が表現可能であることがわかる．
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