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概要
加群の複体の圏に入るモデル圏構造について解説する．
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1 加群の複体の圏に入るモデル圏構造
単射のクラスを Inj，全射のクラスを Surjと表す．モデル圏の基礎に関して，[ペ 21]の三章まで
の知識を仮定する．

1.1 概要
k を可換環，Ch(k) := Ch(Mod(k))を k-加群の (余)鎖複体のなす圏とする（複体の微分は次数
が上昇するような，コホモロジカルな記法を用いる）．Ch(k)は完備かつ余完備なアーベル圏であ
る．詳しくは [中岡 15]を見よ．
k-加群の複体の間の射 f : X → Y について，f が擬同型 (quasi-isomorphism)であるとは，各

n ∈ Zにおいて n次コホモロジーに誘導される射

Hn(f) : Hn(X) → Hn(Y )

がすべて同型であるときをいう．加群の複体は，この擬同型の違いを無視して扱いたい．すなわち
加群の複体の間の擬同型は “同型”であると思いたいのである．そのような状況を扱うための枠組
みが，モデル圏である．本稿では，k-加群の複体の圏 Ch(k)に擬同型を弱同値とするモデル圏構造

∗ 本稿はMath Advent Calender 2021 (https://adventar.org/calendars/6146)の 6日目の記事です．
† https://paper3510mm.github.io/notes.

1

https://adventar.org/calendars/6146
https://paper3510mm.github.io/notes


を導入する．
モデル圏の基礎事項は [Hov99]や [ペ 21]を参照のこと．[Hov99, Thm. 2.1.19]や [Hir03, Thm.

11.3.1] (あるいは [ペ 21, 3.3節])より次が成り立つ．

定理 1.1. 完備かつ余完備な圏 C，射の集合 I, J，恒等射を含む射のクラスW を考える．次が
成り立つとする：

(a) W は (2-out-of-3)をみたし，retractで閉じる
(b) I に属する射の domainは small with respect to Cell(I)である
(c) J に属する射の domainは small with respect to Cell(J)である
(d) Cell(J) ⊆ LLP(RLP(I)) ∩W *1

(e) RLP(I) = RLP(J) ∩W

このとき圏 C は，I を generating cofibration の集合，J を generating acyclic cofibration の
集合，W を弱同値のクラスとするような cofibrantly generatedなモデル圏になる．

したがって，Ch(k)上にモデル圏構造を定めるには，定理 1.1の条件をみたすような I, J,W を
定めればよい．今は擬同型を弱同値としたいので，

W := Qism = {擬同型 }

と設定する．次に射の集合 I, J を考える．

定義 1.2. k-加群M に対して，M の n-次球面対象 (n-th shpere object) Sn(M)を，n次の項
にM があり，それ以外の項はすべて 0であるような

Sn(M) : · · · 0 0 M 0 · · ·

という複体として定義する．特にM = k のとき，Sn
k := Sn(k)と表す．

また k-加群M に対して，M の n-次円板対象 (n-th disk object) Dn(M)を，n− 1次と n次
の項にM があり，n次の微分が idM で，それ以外の項はすべて 0であるような

Dn(M) : · · · 0 M M 0 · · ·idM

という複体として定義する．特にM = k のとき，Dn
k := Dn(k)と表す．

*1 条件 Cell(J) ⊆ LLP(RLP(I)) の部分は，(e) から導出可能である．一般に RLP(I) ⊆ RLP(J) ならば，
LLP(RLP(J)) ⊆ LLP(RLP(I)) であり，これと Cell(J) ⊆ LLP(RLP(J)) であることから，Cell(J) ⊆
LLP(RLP(I))がわかる．よって (e)のもと，(d)は条件 Cell(J) ⊆ W と同値である．
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注意 1.3. 球面対象 Sn(M)と円板対象 Dn(M)について，

Zm(Sn(M)) =

{
M (m = n)

0 (m 6= n)
, Zm(Dn(M)) =

{
M (m = n)

0 (m 6= n)
,

Hm(Sn(M)) =

{
M (m = n)

0 (m 6= n)
, Hm(Dn(M)) = 0 (m ∈ Z),

である．特に円板対象 Dn(M)は非輪状 (acyclic)である．

自然に単射 ιn : S
n(M) ↪→ Dn(M)が存在する．このとき

I := {ιn : Sn
k ↪→ Dn

k | n ∈ Z}, J := {0 ↪→ Dn
k | n ∈ Z}

と設定する．以上のとき，k-加群の複体の圏 Ch(k)には次のようなモデル圏構造が定まる．

定理 1.4 (Ch(k)上の射影的モデル構造). k-加群の複体の圏 Ch(k)に対して，

W := Qism = {擬同型 }, I := {Sn
k ↪→ Dn

k | n ∈ Z}, J := {0 ↪→ Dn
k | n ∈ Z}

と定めるとき，Ch(k)は I を generating cofibrationの集合，J を generating acyclic cofibration

の集合，W を弱同値のクラスとするような cofibrantly generatedなモデル圏になる．このモデ
ル圏構造を Ch(k)上の射影的モデル構造 (projective model structure)と呼ぶ．さらにこのモデ
ル圏において次が成り立つ．

(i) Fib = RLP(J) = Surj

(ii) Fib ∩W = RLP(I) = Surj ∩Qism

(iii) Cof = LLP(RLP(I)) = LLP(Surj) = {cofibrantな余核を持つ単射 }
(iv) Cof ∩W = LLP(RLP(J)) = LLP(Surj ∩Qism) = {射影的な余核を持つ単射 }
(v) すべての複体は fibrantである．
(vi) 複体が cofibrantならば，複体の各項は射影加群になる．
(vii) 複体が射影的であることと，cofibrantかつ acyclicであることは同値である．

この定理を確認する (定理 1.20)．

1.2 証明
定理 1.1の条件を順に確認していく．
整数 nについて，複体の n次の項を取り出す関手を

(−)n : Ch(k) → Mod(k)

とし，複体の n次コチェインをとる関手を

Zn : Ch(k) → Mod(k)
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とし，複体の n次コホモロジーをとる関手を

Hn : Ch(k) → Mod(k)

とする．まず擬同型のクラスについて次がわかる．

命題 1.5. 擬同型のクラス Qismは，同型射を含み，(2-out-of-3)をみたし，retractで閉じる．

Proof. 擬同型の定義より

Qism = {f : X → Y | ∀n ∈ Z, Hn(f) は同型 }

であるから，Hn が関手であることと同型射のクラスが (2-out-of-3)をみたし retractで閉じるこ
とより主張が従う．

命題 1.6. k-加群M と複体 X ついて，全単射

HomCh(k)(S
n(M), X) ∼= HomMod(k)(M,Zn(X)),

HomCh(k)(D
n+1(M), X) ∼= HomMod(k)(M,Xn)

が存在する．これはM,X について自然で，随伴 Sn(−) a Zn，Dn+1(−) a (−)n が成り立つ．

Proof. 複体の準同型 f : Sn(M) → X は，

Sn(M) : · · · 0 M 0 0 · · ·

X : · · · Xn−1 Xn Xn+1 Xn+2 · · ·

f fn−1 fn fn+1 fn+2

dn−1
X

dn
X dn+1

X

というものである．m 6= nにおいては fm = 0であり，fn は dnX ◦ fn = 0をみたす．つまり fn

は Zn(X) ⊆ Xn を経由して一意的に分解し，k-加群の準同型 fn : M → Zn(X)を誘導する．逆
に，任意の複体の準同型 f : Sn(M) → X は，fn : M → Zn(X)から一意的に決定されるので，全
単射

HomCh(k)(S
n(M), X) ∼= HomMod(k)(M,Zn(X))

が得られる．
また複体の準同型 f : Dn+1(M) → X は，

Dn+1(M) : · · · 0 M M 0 · · ·

X : · · · Xn−1 Xn Xn+1 Xn+2 · · ·

f fn−1 fn

idM

fn+1 fn+2

dn−1
X

dn
X dn+1

X

というものである．m 6= n, n+ 1においては fm = 0であり，fn と fn+1 は dnX ◦ fn = fn+1 を
みたす．逆に，任意の複体の準同型 f : Dn+1(M) → X は，fn : M → Xn から一意的に決定され
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るので，全単射
HomCh(k)(D

n+1(M), X) ∼= HomMod(k)(M,Xn)

が得られる．

命題 1.7. k-加群M と複体 Aついて，全単射

HomCh(k)(A,Sn(M)) ∼= HomMod(k)(Cok(d
n−1
A ),M),

HomCh(k)(A,Dn(M)) ∼= HomMod(k)(A
n,M)

が存在する．これはM,Aについて自然で，随伴 Cok(dn−1
− ) a Sn(−)，(−)n a Dn(−)が成り

立つ．

Proof. 複体の準同型 f : A → Sn(M)は，

A : · · · An−2 An−1 An An+1 · · ·

Sn(M) : · · · 0 0 M 0 · · ·

f fn−2

dn−2
A

fn−1

dn−1
A

fn

dn
A

fn+1

というものである．m 6= nにおいては fm = 0であり，fn は fn ◦ dn−1
A = 0をみたす．つまり fn

は An ↠ Cok(dn−1
A )を経由して一意的に分解し，k-加群の準同型 fn : Cok(dn−1

A ) → M を誘導す
る．逆に，任意の複体の準同型 f : A → Sn(M)は，fn : Cok(dn−1

A ) → M から一意的に決定され
るので，全単射

HomCh(k)(A,Sn(M)) ∼= HomMod(k)(Cok(d
n−1
A ),M)

が得られる．
また複体の準同型 f : A → Dn(M)は，

A : · · · An−2 An−1 An An+1 · · ·

Dn(M) : · · · 0 M M 0 · · ·

f fn−2

dn−2
A

fn−1

dn−1
A

fn

dn
A

fn+1

idM

というものである．m 6= n − 1, nにおいては fm = 0であり，fn−1 と fn は fn−1 = fn ◦ dn−1
A

をみたす．逆に，任意の複体の準同型 f : A → Dn(M)は，fn : An → M から一意的に決定され
るので，全単射

HomCh(k)(A,Dn(M)) ∼= HomMod(k)(A
n,M)

が得られる．

命題 1.8. 複体の準同型 f : X → Y に対して，f が J = {0 → Dn
k}n∈Z に関して右リフト性質

を持つことと，f が全射であることは同値である．すなわち，RLP(J) = Surjである．
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Proof. 命題 1.6に注意すると，複体の準同型 f : X → Y に対して可換図式

0 X

Dn+1
k Y

f

v

は，k-加群の準同型 v : k → Y n，つまり元 y := v(1) ∈ Y n に一対一に対応し，この可換図式のリ
フト s : Dn+1

k → X が存在することは，fn(x) = y となる x ∈ Xn が存在することに対応する．し
たがって f が J に関して右リフト性質をみたすことは，各 n ∈ Zについて fn が全射であるとい
うことと同値であり，すなわち f が全射であることと同値である．

命題 1.9. 複体の準同型 f : X → Y に対して，f が I = {Sn
k → Dn

k}n∈Z に関して右リフト性質
を持つことと，f が全射かつ擬同型であることは同値である．すなわち，RLP(I) = Surj∩Qism

である．

Proof. 命題 1.6に注意すると，複体の準同型 f : X → Y に対して可換図式

Sn+1
k X

Dn+1
k Y

u

f

v

は，fn+1(x) = dnY (y)をみたす元の組 (y, x) ∈ Y n ⊕ Zn+1(X)に一対一に対応し，この可換図式
のリフト s : Dn+1

k → X が存在することは，dnX(x′) = xかつ fn(x′) = y となる x′ ∈ Xn が存在
することに対応する．
(⇒): f が I = {Sn

k → Dn
k}n∈Z に関して右リフト性質を持つとする．まず f が全射であること

を示そう．任意の y ∈ Y n を取るとき，元の組 (y, 0) ∈ Y n ⊕Zn+1(X)は上の可換図式を定めるか
ら，dnX(x′) = 0かつ fn(x′) = yとなる x′ ∈ Xnが存在する．よって各 fnは全射であり，f が全射
であることがわかる．特に y ∈ Zn(Y )に対しては，fn(x′) = y となる x′ ∈ Zn(X)が存在するこ
とになり，これより Zn(f) : Zn(X) → Zn(Y )も全射である．よって Hn(f) : Hn(X) → Hn(Y )

が全射であることがわかる．
次に f が擬同型であることを示す．各 Hn(f) : Hn(X) → Hn(Y ) が全射であることはみたの
で，Hn(f)が単射であることを示せばよい．任意の x ∈ Zn(X)に対して，Hn(f)(x) = 0であると
する．このとき fn(x) = dn−1

Y (y)となる y ∈ Y n−1 が存在する．元の組 (y, x) ∈ Y n−1 ⊕ Zn(X)

は上の可換図式を定めるから，dn−1
X (x′) = x かつ fn−1(x′) = y となる x′ ∈ Xn−1 が存在する．

dn−1
X (x′) = x であることは，x が Hn(X) のなかで 0 であるということを意味し，したがって

Hn(f)は単射である．
(⇐): f が全射かつ擬同型であるとする．K = Ker(f)とおくと，短完全列

0 −→ K −→ X
f−→ Y −→ 0
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が存在する．この短完全列のコホモロジー長完全系列を取ることでHn+1(K) = 0であることがわ
かる．fn+1(x) = dnY (y)をみたす元の組 (y, x) ∈ Y n ⊕ Zn+1(X)を任意に取る．f は全射である
から，fn(x′) = y となる x′ ∈ Xn がとれる．このとき

fn+1(x) = dnY (y) = dnY (f
n(x′)) = fn+1(dnX(x′))

となるから x− dnX(x′) ∈ Kn+1 である．x, dnX(x′) ∈ Zn+1(X)だから x− dnX(x′) ∈ Zn+1(K)で
もある．今Hn+1(K) = 0であるから，dnX(x′′) = x− dnX(x′)となる x′′ ∈ Kn ⊆ Xn が存在する．
すると x′ + x′′ ∈ Xn が dnX(x′ + x′′) = xかつ fn(x′ + x′′) = y + 0 = y をみたすことがわかる．
したがって f は I に関して右リフト性質を持つ．

定義 1.10. 複体の準同型 0 → A が全射な擬同型に対して左リフト性質を持つ，つまり
(0 → A) ∈ LLP(Surj ∩Qism)であるとき，Aは cofibrant であると呼ぶことにする．

これは LLP(Surj ∩ Qism) = LLP(RLP(I))がいずれ cofibrationのクラスになることを期待し
た命名法である．

命題 1.11. 複体 Aが cofibrantならば，各 n ∈ Zについて An は射影 k-加群である．

Proof. k-加群の準同型 f : An → M と全射準同型 g : M → N を取る．命題 1.7 より f は
v : A → Dn(N) に対応する．今 A は cofibrant で Dn(g) : Dn(M) → Dn(N) は全射かつ擬同型
であるから，可換図式

0 Dn(M)

A Dn(N)

Dn(g)

v

に対してリフト s : A → Dn(M)が存在する．このとき g ◦ sn = vn = f となる．よって An は射
影加群である．

各項 An が射影加群であるからといって，複体 Aが Ch(k)において射影的であるとは限らない
ことに注意する．

命題 1.12. 複体の圏 Ch(k)において，LLP(Surj) ⊆ LLP(Surj ∩Qism) ⊆ Injが成り立つ．

Proof. Surj∩Qism ⊆ Surjであるから，LLP(Surj) ⊆ LLP(Surj ∩Qism)はわかる．LLP(Surj ∩
Qism)に属する射 i : A → B を取る．随伴 (−)n a Dn の単位射 η : A → Dn(An)を考えると，こ
れは

A : · · · An−2 An−1 An An+1 · · ·

Dn(An) : · · · 0 An An 0 · · ·

f 0

dn−2
A

dn−1
A

dn−1
A

idAn

dn
A

0

idAn
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という準同型である．今 Dn(An) → 0は全射な擬同型であるから，可換図式

A Dn(An)

B 0

η

i

に対してリフト s : B → Dn(An)が存在する．このとき sn ◦ in = ηn = idAn が成り立ち，特に in

は単射である．よって LLP(Surj ∩Qism) ⊆ Injもわかる．

定義 1.13. 複体K に対して，複体 P(K)を

P(K)n = Kn ⊕Kn−1,

dnP(K) : K
n ⊕Kn−1 → Kn+1 ⊕Kn; (x, y) 7→ (dnK(x), x− dn−1

K (y))

によって定める．第一成分への射影として，複体の準同型 π : PK → K が存在する．

定義 1.13のとき，Ker(π) = K[−1]であり短完全列

0 −→ K[−1] −→ PK −→ K −→ 0

が存在することが容易にわかる．次の補題は命題 1.18で用いる．

補題 1.14. 複体K と X に対して，次が成り立つ．

(i) 複体 PK は acyclicである．
(ii) 全単射

HomCh(k)(PK,X) ∼=
∏
n

HomMod(k)(K
n, Xn)

が存在する．

Proof. (i) 任意の (x, y) ∈ Zn(PK) ⊆ Kn ⊕ Kn−1 を取ると，dnP(K)(x, y) = (dnK(x), x −
dn−1
K (y)) = (0, 0) より，dnK(x) = 0 かつ x = dn−1

K (y) が成り立つ．よって (y, 0) ∈ Kn−1 ⊕
Kn−2 = P(K)n−1 を考えれば，dn−1

P(K)(y, 0) = (dn−1
K (y), y − dn−2

K (0)) = (x, y)が成り立つ．した
がって各 nについて Hn(PK) = 0であることがわかり，PK は acyclicである．
(ii) 複体の準同型 f : PK → X の n次の準同型 fn : Kn ⊕Kn−1 → Xn を，準同型 gn : Kn →

Xn と hn : Kn−1 → Xn を用いて fn = (gn, hn)と表すことにする．今 dnX ◦ fn = fn+1 ◦ dnP(K)

が成り立つことから，族 {gn}n と {hn}n は{
gn+1 ◦ dnK + hn+1 = dnX ◦ gn

−hn+1 ◦ dn−1
K = dnX ◦ hn

をみたすことがわかる．二つ目の等式は一つ目の等式から導出できるので，

hn+1 = dnX ◦ gn − gn+1 ◦ dnK
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をみたしているとしてよい．
さて複体の準同型 f に対して，{gn}n ∈

∏
n HomMod(k)(K

n, Xn) を対応させる写像を考える．
上の議論より，fn = (gn, hn)は gn から決定されるので，この対応は単射である．また任意の準
同型の族 {pn : Kn → Xn}n に対して，qn := dn−1

X ◦ pn−1 − pn ◦ dn−1
K : Kn−1 → Xn と定めると

準同型の族 {(pn, qn) : Kn ⊕Kn−1 → Xn}n は複体の準同型 PK → X を定めることがわかるか
ら，全射である．したがって全単射

HomCh(k)(PK,X) ∼=
∏
n

HomMod(k)(K
n, Xn)

が存在することがわかる．

次の補題は命題 1.16で用いる．

補題 1.15. 複体の準同型 f : C → K について，C が cofibrantでK が acyclicであるとき，準
同型の族 {Hn : Cn → Kn−1}n∈Z が存在して，fn = dn−1

K ◦Hn +Hn+1 ◦ dnC となる．

Proof. 定義 1.13 の射影 π : PK → K を取る．K が acyclic であるから Ker(π) = K[−1] も
acyclicで，よって π は全射な擬同型である．今 C は cofibrantであるから，可換図式

0 PK

C K

π

f

に対してリフト g : C → PK が存在する．第二成分への射影との合成を考えることで，gn =

(fn,Hn) : Cn → Kn ⊕ Kn−1 となる Hn : Cn → Kn−1 が存在する．g が複体の準同型で
dnP(K) ◦ g

n = gn+1 ◦ dnP(K) が成り立つことから，

fn − dn−1
K ◦Hn = Hn+1 ◦ dnK

が成り立つことがわかり，主張を得る．

命題 1.16. 複体の準同型 i : A → B に対して，iが全射な擬同型に関して左リフト性質を持つ
ことと，i が単射であり，かつ複体 Cok(i) が cofibrant であることは同値である．すなわち，
LLP(Surj ∩Qism) = {cofibrantな余核を持つ単射 }である．

Proof. (⇒): i が全射な擬同型に関して左リフト性質を持つとする．命題 1.12 より i は単射であ
る．また

A 0

B Cok(i)

i

は pushout図式であるから，LLP(Surj∩Qism)が pushoutで閉じることより Cok(i)が cofibrant

であることがわかる．
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(⇐): 複体の単射準同型 i : A → B について Cok(i) は cofibrant であるとする．全射な擬同型
p : X → Y と可換図式

A X

B Y

u

i p

v

に対して，リフト l : B → X を具体的に構成しよう．C := Cok(i)，K := Ker(p) とおき，自然
な全射を q : B ↠ C，自然な単射を j : K ↣ X とする．pが全射な擬同型であることから，K は
acyclicであることに注意する．
まず，命題 1.11より各 Cn は射影加群であるから，短完全列

0 An Bn Cn 0in qn

は分裂し，Bn ∼= An ⊕Cn となる．sn ◦ in = idAn となる準同型 sn : Bn → An と qn ◦ rn = idCn

となる準同型 rn : Cn → Bn をとる．このとき τn := sn+1 ◦ dnB ◦ rn : Cn → An+1 とおくと，同
型 Bn ∼= An ⊕ Cn のもとで微分 dnB : Bn → Bn+1 は

dnB(a, c) = (dnA(a) + sn+1 ◦ dnB ◦ rn(c), qn ◦ dnB ◦ in(a) + dnC(c))

= (dnA(a) + τn(c), 0 + dnC(c))

= (dnA(a) + τn(c), dnC(c)), ((a, c) ∈ An ⊕ Cn)

という準同型と同一視できる．dn+1
B ◦ dnB = 0であることから，τn は

dn+1
A ◦ τn + τn+1 ◦ dnC = 0 (♠)

をみたすことに注意する．また vn についても，σn := vn ◦ rn : Cn → Y n とおくと，同型
Bn ∼= An ⊕ Cn のもとで vn : Bn → Y n は

vn(a, c) = vn ◦ in(a) + vn ◦ rn(c)
= pn ◦ un(a) + σn(c), ((a, c) ∈ An ⊕ Cn)

という準同型と同一視できる．v : B → Y は複体の準同型で，dnY ◦ vn = vn+1 ◦ dnB が成り立つこ
とから，σn は

dnY ◦ σn − σn+1 ◦ dnC = pn+1 ◦ un+1 ◦ τn (♥)

をみたすことに注意する．
さて，各 Cn は射影加群であるから，準同型 σn : Cn → Y n に対して全射 pn : Xn → Y n に沿っ
たリフト αn : Cn → Xn，つまり

Xn

Cn Y n

pnαn

σn

を可換にする準同型 αn が存在する．準同型 βn : Cn → Xn+1 を

βn := dnX ◦ αn − αn+1 ◦ dnC − un+1 ◦ τn
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と定めると，式 (♠)より

βn+1 ◦ dnC = (dn+1
X ◦ αn+1 − αn+2 ◦ dn+1

C − un+2 ◦ τn+1) ◦ dnC
= dn+1

X ◦ αn+1 ◦ dnC − 0− un+2 ◦ (−dn+1
A ◦ τn)

= dn+1
X ◦ αn+1 ◦ dnC + un+2 ◦ dn+1

A ◦ τn

= dn+1
X ◦ αn+1 ◦ dnC + dn+1

X ◦ un+1 ◦ τn

= dn+1
X ◦ (αn+1 ◦ dnC + un+1 ◦ τn)

= −dn+1
X ◦ βn = dnX[1] ◦ β

n

が成り立つから，準同型の族 {βn}n∈Z は複体の準同型 β : C → X[1]を定める．さらに式 (♥)を
用いると

p[1]n ◦ βn = pn+1 ◦ βn = pn+1 ◦ (dnX ◦ αn − αn+1 ◦ dnC − un+1 ◦ τn)
= dn+1

Y ◦ pn ◦ αn − pn+1 ◦ αn+1 ◦ dnC − pn+1 ◦ un+1 ◦ τn

= dn+1
Y ◦ σn − σn+1 ◦ dnC − pn+1 ◦ un+1 ◦ τn

= 0

となるから，β は複体の準同型としてK[1] = Ker(p[1])を経由して

K[1]

C X[1]

Y [1]

j[1]
γ

β

0
p[1]

のように分解する．今 C は cofibrantでK[1]は acyclicであるから，補題 1.15により，

γn = dn−1
K[1] ◦H

n +Hn+1 ◦ dnC
= −dnK ◦Hn +Hn+1 ◦ dnC (♣)

となる準同型の族 {Hn : Cn → K[1]n−1 = Kn}n∈Z が存在する．βn = jn+1 ◦ γn が成り立つこと
から，式 (♣)を使うと Hn は

dnX ◦ αn − αn+1 ◦ dnC − un+1 ◦ τn = jn+1 ◦ (−dnK ◦Hn +Hn+1 ◦ dnC)

すなわち
dnX ◦ (αn + jn ◦Hn) = un+1 ◦ τn + (αn+1 + jn+1 ◦Hn+1) ◦ dnC (♦)

をみたすことに注意する．
以上のとき，λn := αn + jn ◦ Hn : Cn → Xn とおき，同型 Bn ∼= An ⊕ Cn のもとで準同型

ln : Bn → Xn を

ln(a, c) := un(a) + λn(c), ((a, c) ∈ An ⊕ Cn)

11



によって定める．このとき式 (♦)により

dnX ◦ ln(a, c) = dnX ◦ un(a) + dnX ◦ λn(c)

= un+1 ◦ dnA(a) + (un+1 ◦ τn + λn+1 ◦ dnC)(c)
= ln+1 ◦ (dnA(a) + τn(c), dnC(c))

= ln+1 ◦ dnB(a, c)

となり，準同型の族 {ln}n∈Z は複体の準同型 l : B → X を定める．この l について l ◦ i = u と
p ◦ l = v が成り立つことがわかり，これが求めるリフトになる．

命題 1.17. 複体の準同型 i : A → B に対して，i が全射に関して左リフト性質を持つことと，
iが単射であり，かつ複体 Cok(i)が射影的であることは同値である．すなわち，LLP(Surj) =

{射影的な余核を持つ単射 }である．

Proof. 複体の準同型 i : A → B について，C := Cok(i)とおき，自然な全射を q : B → C とする．
(⇒): i が全射に関して左リフト性質を持つとする．命題 1.12 より i は単射である．全射

p : X → Y と準同型 v : C → Y を任意に取る．i は全射に関して左リフト性質を持つから，可換
図式

A X

B C Y

0

i
0 p

q v

に対してリフト s : B → X が存在する．s ◦ i = 0より

B

C X

q s

t

を可換にする t : C → X が一意に存在する．このとき vq = ps = ptq となり，q の全射性から
v = ptが従う．よって C は複体として射影的である．
(⇐): 複体の単射準同型 i : A → B について C = Cok(i) は射影的であるとする．全射

p : X → Y と可換図式
A X

B Y

u

i p

v

に対して，リフト B → X を構成しよう．Cok(i)が射影的であるから iは複体の準同型として分
裂し，ri = idA となる複体の準同型 r : B → Aが存在する．すると pur − v : B → Y について

(pur − v)i = puri− vi = pu− pu = 0
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より
B

C Y

q
pur−v

s

を可換にする s : C → Y が一意に存在する．C は射影的であるから，s : C → Y に対して，pt = s

となる t : C → X が存在する．このとき

(ur − tq)i = uri− tqi = u− 0 = u

p(ur − tq) = pur − ptq = pur − sq = pur − pur + v = v

となり，ur − tq が求めるリフトになる．

命題 1.18. 複体 X について，

X は射影的 ⇐⇒ X は cofibrantかつ acyclic

が成り立つ．

Proof. (⇒): 複体 X が射影的であるとき，明らかに X は cofibrant である．また定義 1.13の全
射 π : PX → X を考えれば，πρ = idX となる ρ : X → PX が存在することがわかる．補題 1.14

より PX が acyclicであることから X も acyclicであることがわかる．
(⇐): 複体 X が cofibrant かつ acyclic であるとする．定義 1.13 の全射 π : PX → X を考え
ると，X[−1] = Ker(π) が acyclic であるから π は全射な擬同型である．また X が cofibrant で
あることから ρπ = idX となる ρ : X → PX が存在し，π は分裂する．特に複体の圏において
P(X) ∼= X ⊕Ker(π)が成り立つ．
ここで，補題 1.14により関手の同型

HomCh(k)(PX,−) ∼=
∏
n

HomMod(k)(X
n, (−)n)

が成り立っている．命題 1.11より各 Xn が射影加群であることから，関手 HomMod(k)(X
n,−)は

完全関手である．∏
n も (−)n も完全であるから，HomCh(k)(PX,−) も完全であり，よって PX

は射影的な複体である．したがってその直和因子である X もまた射影的となる．

系 1.19. 複体の圏 Ch(k)において，LLP(Surj) ⊆ LLP(Surj ∩Qism) ∩Qismが成り立つ．

Proof. 複体の準同型 i ∈ LLP(Surj)を取ると，命題 1.12より i ∈ LLP(Surj ∩Qism)である．命
題 1.17より複体 Cok(i)は射影的であるが，命題 1.18より Cok(i)は acyclicになる．よって単射
iは擬同型となり，i ∈ Qismもわかる．

以上より，複体の圏 Ch(k)にモデル圏構造が入ることが証明できる．
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定理 1.20. k-加群の複体の圏 Ch(k)に対して，

W := Qism = {擬同型 }, I := {Sn
k ↪→ Dn

k | n ∈ Z}, J := {0 ↪→ Dn
k | n ∈ Z}

と定めるとき，Ch(k)は I を generating cofibrationの集合，J を generating acyclic cofibration

の集合，W を弱同値のクラスとするような cofibrantly generatedなモデル圏になる．

Proof. 定理 1.1の条件

(a) W は (2-out-of-3)をみたし，retractで閉じる
(b) I に属する射の domainは small with respect to Cell(I)である
(c) J に属する射の domainは small with respect to Cell(J)である
(d) Cell(J) ⊆ LLP(RLP(I)) ∩W
(e) RLP(I) = RLP(J) ∩W

をみたすことを確認すればよい．(a)は命題 1.5よりわかる．(d)は Cell(J) ⊆ LLP(RLP(J))で
あることと命題 1.8，命題 1.9および系 1.19より従う．(e)は命題 1.8と命題 1.9よりわかる．
(c)について，HomCh(k)(0,−) ∼= 0は明らかに余極限を保つから，特に 0は small with respect

to Cell(J)である．また (b)について，命題 1.6よりHomCh(k)(S
n
k ,−) ∼= HomMod(k)(k, Z

n(−)) ∼=
Zn(−)であり，有限極限とフィルター余極限が交換することから HomCh(k)(S

n
k ,−)はフィルター

余極限を保つ．特に Sn
k は small with respect to Cell(I)となる．

本小節での結果をまとめると，定理 1.4のようになる．

2 おまけ：dg圏の圏に入るモデル圏構造の紹介
k-加群の複体の圏 Ch(k)は，複体のテンソル積 ⊗•

k と Hom複体 Hom• によって対称モノイダル
閉圏 (symmetric monoidal closed category)になる．このときHom対象が Ch(k)の対象であるよ
うな豊穣圏 (enriched category)が定義できる．この Ch(k)上の豊穣圏のことを dg圏 (differential

graded category)という．詳しくは [Kel06]や [高橋 12]を見よ．

定義 2.1. 可換環 k 上の dg圏 Aとは，

• 対象のクラス ob(A)

• 各対象 A,B ∈ Aに対して，複体 A(A,B) ∈ Ch(k)が与えられている
• 各対象 A,B,C ∈ Aに対して，複体の準同型M : A(B,C)⊗• A(A,B) → A(A,C)が与
えられている

• 各対象 A ∈ Aに対して，元 idA ∈ Z0(A(A,A))が与えられている

から成るデータの組であって，しかるべき結合性公理と単位性公理をみたすもののことをいう．
dg圏 A,B の間の dg関手 (dg functor) F : A → B とは，
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• 対象のクラスの間の対応 F : ob(A) → ob(B)
• 各対象 A,A′ ∈ Aに対して，複体の準同型 FAA′ : A(A,A′) → B(FA,FA′)が与えられ
ている

から成るデータの組であって，しかるべき条件をみたすもののことをいう．

dg圏と dg関手のなす圏を dgCatk と表す．dg圏に付随して二つの圏が得られる．

定義 2.2. dg圏 Aに対して，

(i) 圏 Z0(A)を次のような圏として定める：
• Z0(A)の対象のクラスを ob(A)とする．
• Z0(A)の対象 A,B に対して，Z0(A(A,B))を Hom集合とする．
この構成は関手 Z0 : dgCatk → Catをなす．

(ii) 圏 H0(A)を次のような圏として定める：
• H0(A)の対象のクラスを ob(A)とする．
• H0(A)の対象 A,B に対して，H0(A(A,B))を Hom集合とする．
この構成は関手 H0 : dgCatk → Catをなす．

加群の複体は擬同型なものを同一視したいと考えたのと同様に，dg圏についても，豊穣圏とし
ての圏同値よりも弱く，擬同値なものの違いを無視して扱うのが自然である．

定義 2.3. dg圏の間の dg関手 F : A → B について，

(i) F が擬忠実充満 (quasi-fully faithful)であるとは，各対象 A,A′ ∈ Aに対し複体の準同
型 FAA′ : A(A,A′) → B(FA,FA′)が擬同型であるときをいう．

(ii) F が擬本質的全射 (quasi-essentially surjective) であるとは，関手 H0(F ) : H0(A) →
H0(B)が本質的全射，すなわち任意の対象 B ∈ Bに対しH0(B)において B が FAと同
型になるような対象 A ∈ Aが存在するときをいう．

(iii) F が擬同値 (quasi-equivalence)であるとは，擬忠実充満かつ擬本質的全射であるときを
いう．

dg関手 F が擬同値であるならば，誘導される関手 H0(F )は明らかに圏同値になる．dgCatk で
の fibrationは次のようなものを考える．

定義 2.4. dg圏の間の dg関手 F : A → Bについて，F が quasi-fibration であるとは，次の二
つの条件をみたすときをいう：

(a) (locally fibration) 各対象 A,A′ ∈ A に対して，複体の準同型 FAA′ : A(A,A′) →
B(FA,FA′) が Ch(k) 上の射影的モデル構造に関する fibration，すなわち複体の全
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射準同型である．
(b) (isofibration) 誘導される関手 H0(F ) : H0(A) → H0(B) について，任意の対象 A′ ∈

H0(A)と H0(B)の同型射 v : B → FA′ に対し，H0(A)の同型射 u : A → A′ であって
H0(F )(u) = v となるものが存在する．

このとき次が成り立つ．

定理 2.5 (dgCatk 上のモデル構造 [Tab05]). k 上の dg圏の圏 dgCatk には，

W = {擬同値 }, Fib = {quasi-fibration}

であるようなモデル圏構造が存在する．さらにこのモデル圏は cofibrantly generated であり，
すべての dg圏は fibrantである．

証明は [Tab05]や [Bal13, Appendix B]を参照せよ．なお，一般に良いモノイダルモデル圏上の
豊穣圏の圏には，同じような仕方でモデル圏構造が入ることも知られている．
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