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概要
Proarrow equipment（副射装備）は形式圏論を展開するための枠組みの一つである．ここ
で形式圏論とは，通常の圏論を形式化・統合化することを目指す 2-圏論の一分野である．2-圏
に対してその上の proarrow equipmentの構造が与えられると，随伴・同値に加えて（余）極
限，Cauchy完備性，各点 Kan拡張などといった通常の圏論における様々な概念やそれらの相
互作用を抽象的に議論できるようになる．本ノートでは，Wood [Woo82] により導入された
proarrow equipmentの理論を解説する．
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0 はじめに
環上の加群に関する議論がアーベル圏での抽象ホモロジー代数として形式化されたように，圏の
理論を形式化することはできないだろうか．例えば，加群のなす圏が持つ性質を抽象化することで
アーベル圏が導入されたのと同じように，圏のなす 2-圏が備えている性質や構造を抽出すること
で，圏論を形式的に展開する枠組みを定義できないだろうか．このような，通常の圏論での諸理論
を 2-圏論的に抽象化しようとする試みを形式圏論 (formal category theory)と呼ぶ*1．
より具体的に言えば，圏のなす 2-圏 Cat において成り立つ定理を synthetic な視点から捉え直
し，そうした定理を一般の 2-圏 K において公理的に展開しようとする分野が形式圏論である．圏
の名を冠する概念にもさまざまなものが存在しており，通常の圏に加えて

• 豊穣圏 (enriched category): Homに集合以上の構造が載っている圏
• 内部圏 (internal category): 有限完備な圏における圏対象
• ファイバー圏 (fibered category): 圏のファイブレーション
• 添圏 (indexed category): 圏の族
• モノイダル圏 (monoidal category)をはじめとする代数構造を持った圏
• 無限圏 (∞-category): 2以上の高次の射を備えた圏

などがある．多くの場合，そのそれぞれが通常の圏と同じように 2-圏をなし，極限や随伴の定義が
可能で，本質的に同じ定理が証明できる．そうした現象を統一的に扱おうとすることが形式圏論の
目的である．
副射装備 (proarrow equipment) は，形式圏論を行うための枠組みの一つで Wood [Woo82;

Woo85]により導入された．双圏 (bicategory)の間の pseudo-functor (−)∗ : K →Mが proarrow

equipmentであるとは，三条件

(1) (−)∗ は対象上全単射である
(2) (−)∗ は局所充満忠実である
(3) 任意の Kの射 f に対して，Mの射 f∗ はMにおいて右随伴を持つ

をみたすときをいう．例えば，圏のなす 2-圏 Cat からプロ関手のなす双圏 Prof への pseudo-

functor (−)∗ : Cat → Prof は proarrow equipment の典型例である．2-圏や双圏において通常定
義できる随伴・同値に加え，proarrow equipmentの構造を用いることで（余）極限や各点 Kan拡
張などが定義できるようになり，通常の圏論と同じような圏論が展開できる（proarrow equipment

(−)∗ : K →Mが提供するのは，双圏 Kにおける圏論である）．
本ノートでは，[Woo82]による proarrow equipmentの理論を解説する．

*1 Gray [Gra74, Introduction]によれば，形式圏論という語はMac Laneが名付けたらしい．
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1 Proarrow equipmentの基礎
1.1 2-圏と双圏
双圏 (bicategory)とは，弱 2-圏のことである．つまり双圏は，結合律と単位律が同型の除いてし
か成り立たないような 2-圏である．詳しくは [Bén67]や [JY21]を見よ．以下では簡単のため結合
律や単位律を表す同型は省略して書くことにする．
双圏 K に対して，Hom 圏 K(A,B) の対象を K の 1-射 (1-morphism) もしくは単に射 (mor-

phism) といい，K(A,B) の射を K の 2-射 (2-morphism) もしくは 2-セル (2-cell) と呼ぶ．双圏
Kの射の向きを逆にして得られる双圏を Kop，2-セルの向きを逆にして得られる双圏 Kco と表し，
Kcoop = (Kop)co = (Kco)op と置く．Kcoop は K の 1-射と 2-射の両方の向きを逆にした双圏で
ある．
2-圏のときと同じように，双圏においても同値と随伴を定義できる．

定義 1.1. Kを双圏とする．

(1) Kにおける同値 (equivalence)とは，射 f : A→ Bと u : B → Aの組であって，u◦f ∼= idA

かつ f ◦ u ∼= idB となるものをいう．
(2) Kにおける随伴 (adjunction)とは，射 f : A→ B，u : B → Aと 2-セル η : idA ⇒ u ◦ f，

ε : f ◦ u⇒ idB の四つ組であって，三角等式

B B

A A

idB

u

idA

f

fη
ε = idf ,

B B

A A

idB

u
u

idA

f
η

ε = idu

をみたすものをいう．このとき f を左随伴 (left adjoint)，uを右随伴 (right adjoint)，η

を単位 (unit)，εを余単位 (counit)と呼ぶ．

例 1.2. (1) 圏のなす 2-圏 Cat における同値はちょうど通常の圏同値のことであり，Cat に
おける随伴はちょうど通常の随伴のことである．

(2) コスモス V*2上の豊穣圏のなす 2-圏 V-Cat における随伴は，V-関手 F : A → B と
G : B → A の組であって自然な同型 B(FA,B) ∼= A(A,GB) が存在するものと等価で
ある．

双圏における Kan拡張と Kanリフトを導入しよう．

*2 コスモス ((Bénabou) cosmos)とは，完備勝つ余完備な対称モノイダル閉圏のことを指す．
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定義 1.3. Kを双圏とする．

(1) f : A → B と k : A → D を K の射とする．f の k に沿った左 Kan 拡張 (left Kan

extension)とは，射 Lank f : D → B と 2-セル θ : f ⇒ Lank f ◦ kの組であって，任意の
h : D → B に対し

K(D,B)(Lank f, h)→ K(A,B)(f, h ◦ k), χ 7→ (χk) ◦ θ

が全単射となるもののことをいう．また Kco，Kop，Kcoop における左 Kan拡張をそれぞ
れ右 Kan拡張 (right Kan extension)，左 Kanリフト (left Kan lifting)，右 Kanリフト
(right Kan lifting)と呼び，記号 Ran，Lift，Riftを用いて表す．

(2) g : B → C を Kの別な射とする．このとき g が左 Kan拡張 Lank f（あるいは右 Kan拡
張Rank f）を保存する (preserve)とは，g◦Lank f ∼= Lank(g◦f)（もしくは g◦Rank f ∼=
Rank(g ◦ f)）が成り立つときをいう．

(3) 射 g が左 Kan リフト Liftk f（もしくは右 Kan リフト Riftk f）を交換する (respect) と
は，(Liftk f) ◦ g ∼= Liftk(f ◦ g)（もしくは (Riftk f) ◦ g ∼= Riftk(f ◦ g)）が成り立つとき
をいう．

(4) 左 Kan拡張が絶対 (absolute)であるとは，すべての射によって保たれるときをいう．同
様に絶対右 Kan拡張や絶対 Kanリフトも定義する．

命題 1.4. 双圏 Kの射 f : A→ B，k : A→ D，l : D → E に対して，左 Kan拡張 Lank f が存
在するとき，次の両辺のいずれかが存在すればもう一方も存在して同型

Lanl Lank f ∼= Lanlk f

が成り立つ．

命題 1.5. 双圏 Kの射 f : A→ B，g : B → Aを考える．

(1) 2-セル η : idA ⇒ g ◦ f に対して，次は同値：
(i) η は随伴 f a g の unitになる．
(ii) 組 (f, η)は絶対左 Kanリフト Liftg idA をなす．
(iii) 組 (f, η)は左 Kanリフト Liftg idA で，g がこの Kanリフトと交換する．
(iv) 組 (g, η)は絶対左 Kan拡張 Lanf idA をなす．
(v) 組 (g, η)は左 Kan拡張 Lanf idA で，f がこの Kan拡張を保存する．

(2) 2-セル ε : f ◦ g ⇒ idB に対して，次は同値：
(i) εは随伴 f a g の counitになる．
(ii) 組 (g, ε)は絶対右 Kanリフト Riftf idB をなす．
(iii) 組 (g, ε)は右 Kanリフト Riftf idB で，f がこの Kanリフトと交換する．
(iv) 組 (f, ε)は絶対右 Kan拡張 Rang idB をなす．
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(v) 組 (f, ε)は右 Kan拡張 Rang idB で，g がこの Kan拡張を保存する．

命題 1.6. Kを双圏とする．

(1) 左随伴に沿った右 Kan リフトは，右随伴との post-composition である：すなわち，射
h : A→ C と f : B → C に対して f が右随伴 g を持つとき，

Riftf h ∼= g ◦ h

が成り立つ．特にこれは絶対右 Kanリフトである．
(2) 右随伴に沿った右 Kan 拡張は，左随伴との pre-composition である：すなわち，射

f : A→ B と h : A→ C に対して f が左随伴 g を持つとき，

Ranf h ∼= h ◦ g

が成り立つ．特にこれは絶対右 Kan拡張である．

Proof. 命題 1.5よりわかる．

命題 1.7. 双圏 K において，左随伴はすべての左 Kan 拡張を保存し，すべての右 Kan リフト
と交換する．双対的に，右随伴はすべての右 Kan拡張を保存し，すべての左 Kanリフトと交換
する．

Proof. 図式追跡によりわかる．

定義 1.8. 双圏Mが closed であるとは，pre-composition functorと post-composition functor

がともに右随伴を持つときをいう．すなわち，Mの射X : A→ B，Y : B → C，Z : A→ C に
対して自然な全単射

M(A,C)(Y ◦X,Z) ∼=M(A,B)(X,Y‡Z),

M(A,C)(Y ◦X,Z) ∼=M(B,C)(Y,X‡Z)

が存在するときをいう．

命題 1.9. 双圏Mの射 X : A → B，Y : B → C，Z : A → C について，Y ◦ −,− ◦X が右随
伴 Y‡(−), X‡(−)を持つとする．このとき随伴の counit

B

A C,

Y

Y‡Z

Z

B

A C

X‡Z
X

Z

はそれぞれM における右 Kan リフト，右 Kan 拡張である．さらにM が closed であること

5



は，Mにおいてすべての右 Kanリフトと右 Kan拡張が存在することと同値である．

Proof. 定義からわかる．

例 1.10 (The closed bicategory of profunctors). 小圏 A,B に対して，プロ関手 (profunctor)

X : A −7−→ Bとは関手X : Bop ×A → Setのことを指す．プロ関手X : A −7−→ B，Y : B −7−→ C に対
して，その “合成” Y �X : A −7−→ C をコエンド

(Y �X)(c, a) =

∫ b∈B
Y (c, b)×X(b, a)

によって定義する．この合成によって，小圏とその間のプロ関手は双圏 Prof をなす．Hom関
手 HomA(−,−) : Aop × A → Setをプロ関手 IA : A −7−→ Aとみなしたものが Prof における A
の恒等射となる．
さらに双圏 Prof は closedになる：X : A −7−→ B，Y : B −7−→ C，Z : A −7−→ C をプロ関手とする．
プロ関手 X‡Z : B −7−→ C を

X‡Z(C,B) = Fun(A, Set)(X(B,−), Z(C,−)) =
∫
A∈A

Hom
(
X(B,A), Z(C,A)

)
によって定義し，プロ関手 Y‡Z : A −7−→ B

Y‡Z(B,A) = Fun(Cop, Set)(Y (−, B), Z(−, A)) =

∫
C∈C

Hom
(
Y (C,B), Z(C,A)

)
によって定義する．このとき自然な全単射

Prof(A, C)(Y �X,Z) ∼= Prof(B, C)(Y,X‡Z),

Prof(A, C)(Y �X,Z) ∼= Prof(A,B)(X,Y‡Z)

が存在する．

命題 1.11. Mを closedな双圏とする．このとき射 X : A→ B に対して

X は左随伴である ⇐⇒ X はすべての右 Kanリフトと交換する，
X は右随伴である ⇐⇒ X はすべての右 Kan拡張と交換する．

Proof. 一つ目だけ示す．(⇒) は命題 1.7 より成り立つ．(⇐) も，M が closed であることと命
題 1.5よりわかる．

双圏の間の射の概念を紹介する．

定義 1.12. 双圏 K,Lの間の lax functor Φ: K → Lとは，

• 対象の間の対応 Φ: ob(K)→ ob(L)
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• 対象 A,B ∈ Kに対して，関手 Φ = ΦAB : K(A,B)→ L(Φ(A),Φ(B))

• 対象 A ∈ Kに対して，2-セル ϵA : idΦ(A) ⇒ Φ(idA)

• 対象 A,B,C ∈ K に対して，f ∈ K(A,B) と g ∈ K(B,C) について自然な 2-セル
µA,B,C
g,f : Φ(g) ◦ Φ(f)⇒ Φ(g ◦ f)

の組であって，結合律と単位律をみたすもののことをいう（詳細は [JY21, Definition 4.1.2]をみ
よ）．このとき ϵA を lax unity constraint，µA,B,C

g,f を lax functoriality constraint と呼ぶ．
双圏の間の lax functor Φ: K → Lについて，すべての ϵA が同型であるとき Φは normal で
あるといい，すべての ϵA と µA,B,C

g,f が同型であるとき Φは pseudo-functor であるという．

明らかに pseudo-functorは同値と随伴を保つが，lax functorに対しては成り立つとは限らない．

1.2 Proarrow equipment

K,Mを双圏とする．

定義 1.13 ([Woo82], [Woo85]). pseudo-functor (−)∗ : K → M が副射装備 (proarrow equip-

ment)であるとは，三条件

(1) (−)∗ は対象上全単射である
(2) (−)∗ は局所充満忠実である
(3) 任意の Kの射 f に対して，f∗ はMにおいて右随伴 f∗ を持つ

をみたすときをいう．

proarrow equipment (−)∗ は対象上全単射であるから，以降 K と M の対象を同一視して
ob(K) = ob(M)とする．
proarrow equipment (−)∗ : K →Mがあるとき，Kの射 f : A→ B に対してMにおける随伴

f∗ a f∗ が存在する．この随伴の unitを f : idA ⇒ f∗ ◦ f∗ と表す．随伴の unitは絶対左 Kan拡
張であることから，Kの 2-セル τ : f ⇒ g : A→ B に対して

B

A A

f∗

f∗

g∗ τ∗

idA

f
=

B

A A
g∗

f∗
τ∗

g∗

idA

g

をみたすMの 2-セル τ∗ : g∗ ⇒ f∗ : B → Aが一意に得られる．この対応により pseudo-functor

(−)∗ : Kcoop →M

が定まる．(−)∗ が局所充満忠実であることから (−)∗ も局所充満忠実であることがわかる．
M の射 X が K の射 f によって X ∼= f∗ と表せるとき X は representable であるといい，

X ∼= f∗ と表せるとき corepresentable であるという．
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例 1.14. (1) プロ関手のなす双圏 Prof を考える（例 1.10を見よ）．関手 F : A → B に対し
てプロ関手 F∗ : A −7−→ B を

F∗ = B(−, F (−)) : Bop ×A → Set

によって定める．このとき F∗ は Prof において F ∗ = B(F (−),−) : B −7−→ A を右随伴
に持つことがわかる ([Bor94, Proposition 7.9.1], [Lor21, Remark 5.2.1])．したがって
pseudo-functor

(−)∗ : Cat→ Prof, F 7→ F∗

は proarrow equipmentである．
(2) より一般に V をコスモスとするとき，V-豊穣小圏の間の豊穣プロ関手X : A −7−→ Bを，V-
関手

X : Bop ⊗A → V

によって定義する．このとき V = Setのときと同様に，pseudo-functor

(−)∗ : V-Cat→ V-Prof, F 7→ B(−, F (−))

は proarrow equipmentになる．

例 1.15 (その他の例). (1) C を pullback を持つ圏とし，C におけるスパンのなす双圏を
Span(C)で表す．このとき対応 (f : c→ d) 7→ (c

idc←−− c
f−→ d)は proarrow equipment

(−)∗ : C → Span(C)

をなす．
(2) S を有限完備な圏とするとき，S-内部圏のなす proarrow equipment

(−)∗ : Cat(S)→ Prof(S)

が存在する．
(3) 初等トポスとその間の幾何学的射のなす 2-圏を Topとする（射の方向は右随伴の方向と
同じ）．また初等トポスと左完全関手のなす 2-圏を TopLexとする．このとき幾何学的射
の左随伴を取り出す対応によって proarrow equipment

(−)∗ : TopGeomop → TopLexco

が得られる．
(4) 同様に，アーベル圏とその間の幾何学的射のなす 2-圏を Abel，アーベル圏とその間の左
完全関手のなす 2-圏を AbelLexとするとき，幾何学的射の左随伴を取り出す対応によっ
て proarrow equipment

(−)∗ : AbelGeomop → AbelLexco

が得られる．
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命題 1.16 (米田 [Woo82, Proposition 3]). (−)∗ : K →Mを proarrow equipmentとする．

(1) Kの射 f : B → C とMの射 Z : A→ C に対して，Riftf∗ Z
∼= f∗ ◦ Z が成り立つ．

(2) Kの射 f : B → AとMの射 Z : A→ C に対して，Ranf∗ Z ∼= Z ◦ f∗ が成り立つ．

Proof. 命題 1.6よりわかる．

系 1.17. (−)∗ : K → M を proarrow equipment とする．K の射 f : B → C, g : A → C に対
して，

Riftf∗ g∗
∼= f∗ ◦ g∗ ∼= Rang∗ f∗

が成り立つ．

Proof. 命題 1.6よりわかる．

1.3 Proarrow equipmentにおける重み付き極限
以下，(−)∗ : K →Mを proarrow equipmentとする．

定義 1.18 ([Woo82, §2]). K の射 f : J → A とM の射 W : M → J に対して，f の W -重み
付き余極限 (W -weighted colimit)とは，Kの射 colimW f = W ⋆ f : M → AとMにおける右
Kanリフト

M

A J

Wι

(W⋆f)∗

f∗

の組のことをいう．f のW -重み付き余極限が存在すれば，(W ⋆f)∗ = RiftW f∗である．言い換
えれば余極限W ⋆f が存在するのは，右KanリフトRiftW f∗が存在してこれが corepresentable

なときである．
双対的に，K の射 f : J → A と M の射 W : J → M に対して，f の W -重み付き極限

(W -weighted limit)とは，Kの射 limW f = {W, f} : M → AとMにおける右 Kan拡張

M

J A

{W,f}∗

πW

f∗

の組のことをいう．f のW -重み付き極限が存在すれば，{W, f}∗ = RanW f∗ である．言い換え
れば極限 {W, f}が存在するのは，右 Kan拡張 RanW f∗ が存在してこれが representableなと
きである．
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例 1.19. 例 1.14 のように，豊穣圏のなす proarrow equipment V-Cat → V-Prof を考える．
M = I を単位 V-豊穣圏とする．
V-関手 F : J → A と V-プロ関手 W : I −7−→ J に対して，V-Prof における右 Kan リフト

RiftW F ∗ : A −7−→ I は

RiftW F ∗(∗, A) = Fun(J op,V)(W (−, ∗),A(F−, A))

で与えられる．このことから定義 1.18 の意味での F の W -重み付き余極限とは，ちょうど
[Kel82, §3.1]の意味で前層W : J op ∼= J op ⊗ I → V を重みとする F の余極限に等しい．

命題 1.20 ([Woo82, Proposition 6]). K の射 f : J → AとMの射 V : N → M,W : M → A

に対して，W -重み付き余極限W ⋆ f が存在するとき，次の両辺のいずれかが存在すればもう一
方も存在して

V ⋆ (W ⋆ f) ∼= (W ◦ V ) ⋆ f

が成り立つ．
双対的に，適切な U,W, f に対して，次の両辺のいずれかが存在すればもう一方も存在して

{U, {W, f}} ∼= {U ◦W, f}

が成り立つ．

Proof. 前半だけ示す．命題 1.4 の双対により一般に RiftV (RiftW f∗) ∼= RiftW◦V f∗ が成り立つ
から，

(V ⋆ (W ⋆ f))∗ ∼= RiftV (W ⋆ f)∗ ∼= RiftV (RiftW f∗) ∼= RiftW◦V f∗ ∼= ((W ◦ V ) ⋆ f)∗

となる．(−)∗ は locally fully faithfulだから

V ⋆ (W ⋆ f) ∼= (W ◦ V ) ⋆ f

を得る．

命題 1.21 ([Woo82, Proposition 7]). Kの射 f : J → A,w : M → J に対して，

w∗ ⋆ f ∼= f ◦ w ∼= {w∗, f}

が成り立つ．

Proof. 命題 1.16より

(f ◦ w)∗ ∼= w∗ ◦ f∗ ∼= Riftw∗ f
∗ = (w∗ ⋆ f)

∗

となるから w∗ ⋆ f ∼= f ◦ w が成り立つ．もう一方も同様．
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定義 1.22. K の射 g : A → B が重み付き余極限 W ⋆ f を保つとは，g∗ が右 Kan リフト
(W ⋆ f)∗ = RiftW f∗ と交換するときをいう．
同様に，g : A→ Bが重み付き極限 {W, f}を保つとは，g∗が右Kan拡張 {W, f}∗ = RanW f∗

を保存するときをいう．

命題 1.23 ([Woo82, Proposition 8]). 左随伴はすべての重み付き余極限を保つ．双対的に，右
随伴はすべての重み付き極限を保つ．

Proof. Kの射 f が右随伴 uを持つとき，Mにおける随伴 f∗ a u∗ があるから，命題 1.7より f∗

は右 Kanリフトと交換する．よって f はすべての重み付き余極限を保つ．

命題 1.24 (Formal criterion for representability [Woo82, Proposition 9]). Kの射 f : A→ B

とMの射 X : A→ B に対して，次は同値である．

(i) X ∼= f∗．
(ii) 重み付き余極限X ⋆ idB が存在して，X ⋆ idB ∼= f かつX はすべての右 Kanリフトと交
換する．

(iii) 重み付き余極限X ⋆ idB が存在して，X ⋆ idB ∼= f かつX は右 Kanリフト (X ⋆ idB)
∗ =

RiftX id∗B と交換する．

Proof. (i) ⇒ (ii)：命題 1.21より，

X ⋆ idB ∼= f∗ ⋆ idB ∼= idB ◦f ∼= f

となる．また X ∼= f∗ は右随伴を持つから，すべての右 Kanリフトと交換する．
(ii) ⇒ (iii)：明らか．
(iii) ⇒ (i)：X ⋆ idB ∼= f より

f∗ ∼= (X ⋆ idB)
∗ ∼= RiftX id∗B

∼= RiftX idB

である．X がこれと交換するから，命題 1.5より随伴 X a f∗ が成り立つ．f∗ a f∗ でもあるから
X ∼= f∗ となる．

Kの射 f : A→ B と u : B → Aに対して，

Kにおいて随伴 f a uが成り立つ ⇐⇒ Mにおいて f∗ ∼= u∗ が成り立つ

であることに注意する．

系 1.25 (Formal adjoint arrow theorem [Woo82, Corollary 10]). Kの射 f : A→ B, u : B → A

に対して，次は同値である．

(i) f a u．
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(ii) 重み付き余極限 f∗ ⋆ idB が存在して，f∗ ⋆ idB ∼= uかつ f はすべての重み付き余極限を
保つ．

(iii) 重み付き余極限 f∗ ⋆ idB が存在して，f∗ ⋆ idB ∼= uかつ f は重み付き余極限 f∗ ⋆ idB を
保つ．

Proof. 命題 1.24で X = f∗ とすればよい．

定義 1.26. Kの射 f : A→ B が充満忠実 (fully faithful)であるとは，Mにおける随伴 f∗ a f∗

の unitが同型であるときをいう．

例 1.27. コスモス V 上の豊穣圏のなす proarrow equipment V-Cat→ V-Prof において，V-関
手 F : A → Bが定義 1.26の意味で充満忠実であることは，豊穣関手として充満忠実である，す
なわちすべての A,A′ ∈ A について FAA′ : A(A,A) → B(FA,FA′) が同型射であることと同
値である．

命題 1.28 ([Woo82, Proposition 13]). Kの左随伴 f : A→ B について η をその unitとすると
き，次は同値：

(i) f は充満忠実である．
(ii) η は同型である．

Proof. f が右随伴を持ち，η がその随伴の unit であるとき，η∗ は随伴 f∗ a f∗ の unit になる．
よって主張は (−)∗ が局所充満忠実であることから従う．

1.4 絶対極限と Cauchy完備性
(−)∗ : K →Mを proarrow equipmentとする．

定義 1.29. K の射 f : J → A とM の射 W : M → J に対して，f の W -重み付き余極限
W ⋆ f : M → Aが絶対的 (absolute)であるとは，任意の Kの射 g : A→ B がこれを保つときを
いう．
同様に，f のW -重み付き極限 {W, f} : M → Aが絶対的 (absolute)であるとは，任意の Kの
射 g : A→ B がこれを保つときをいう．

命題 1.30. W : M → J をMの射とする．W が右随伴 V : J →M を持つとき，すべてのW -

重み付き余極限は絶対的である．
同様にW : J → M が左随伴 U : M → J を持つとき，すべてのW -重み付き極限は絶対的で
ある．
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Proof. K の射 f : J → A について W -重み付き余極限 W ⋆ f : M → A が存在するとすると，
(W ⋆ f)∗ = RiftW f∗ である．ここで W は左随伴だから命題 1.6 より RiftW f∗ ∼= V ◦ f∗ とな
る．よって任意の Kの射 g : A→ B に対して

(W ⋆ f)∗ ◦ g∗ ∼= V ◦ f∗ ◦ g∗ ∼= V ◦ (gf∗) ∼= RiftW (gf)∗

となり g∗ は右 Kanリフト RiftW f∗ と交換するから，g は余極限W ⋆ f を保つ．重み付き極限の
ほうも同様である．

命題 1.31 (A generalization of [Gar14]). W : M → J をMの射とし，W は右随伴 V : J →M

を持つとする．Kの射 f : J → Aと z : M → Aについて，次は同値：

(i) z が f の（絶対）W -重み付き余極限である．
(ii) z が f の（絶対）V -重み付き極限である．

Proof. W と V は随伴W a V をなすから，命題 1.6より

RiftW f∗ ∼= V ◦ f∗, RanV f∗ ∼= f∗ ◦W

となる．特に随伴 RanV f∗ a RiftW f∗ が成り立つ．したがって RiftW f∗ が z によって corepre-

sentable であることと RanV f∗ が z によって representable であることは同値であることから従
う．

定義 1.32. 対象 A ∈ K が Cauchy 完備 (Cauchy complete) であるとは，任意のM の左随伴
Φ: D → Aが representableとなるときをいう．

命題 1.33. 対象 A ∈ Kについて，次は同値である．

(i) Aは Cauchy完備である．
(ii) Aはすべての左随伴を重みとする余極限を持つ．
(iii) Aはすべての右随伴を重みとする極限を持つ．

Proof. (i) ⇒ (ii): W : D → J をMの左随伴とし，V : J → D をその右随伴とする．任意の K
の射 f : J → Aに対して，命題 1.31より，colimW f が存在することは limV f が存在することと
同値であり，これは成り立つのは RanV f∗ ∼= f∗ ◦W が representable のときである．f∗ ◦W は
Mの左随伴だから，Aが Cauchy完備であることよりこれは representableとなる．
(ii) ⇒ (i): W : D → AをMの左随伴とし，V : A → D をその右随伴とする．このとき Aは

W -重み付き余極限を持つから，特に g := colimW idA が存在する．このとき g∗ は右 Kanリフト
RiftW id∗A である．いまW a V だから V ∼= g∗ であり，したがって g∗ ∼= W となる．
(ii) ⇔ (iii): これは命題 1.31より従う．

よって命題 1.30より，すべての絶対（余）極限を持つならば Cauchy完備である．
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注意 1.34. 豊穣圏と豊穣プロ関手のなす proarrow equipment (−)∗ : V-Cat → V-Prof におい
ては，命題 1.30の逆が成り立つ：すなわち絶対余極限の重みは右随伴を持ち ([Str83])，したがっ
て Cauchy完備性はすべての絶対余極限を持つことと同値になる．一般の proarrow equipment

においてこれが成り立つかは著者は知らない．

1.5 相対随伴と各点 Kan拡張
(−)∗ : K → Mを proarrow equipment とする．このとき，K の射 f に対して f∗ の右随伴 f∗

を得る対応は，対象上全単射で局所充満忠実な pseudo-functor

(−)∗ : Kcoop →M

を誘導するのであった．

定義 1.35. Kの 2-セル
B

A C

t
s

j

η

が j に相対的な相対単位 (relative unit relative to j)であるとは，pseudo-functor (−)∗ で移し
たときに得られる 2-セル

B

A C

s∗

η∗ t∗

j∗

がMの右 Kan拡張となるときをいう．このとき sは tの相対左随伴 (relative left adjoint)で
あるという．
同様に，Kの 2-セル

B

A C

t
ε

s

j

が j に相対的な相対余単位 (relative counit relative to j)であるとは，pseudo-functor (−)∗ で
移したときに得られる 2-セル

B

A C

t∗
ε∗

s∗

j∗

がMの右 Kanリフトとなるときをいう．このとき sは tの相対右随伴 (relative right adjoint)

であるという．
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命題 1.36 ([Woo82, Proposition 11]). 相対随伴は絶対 Kanリフトである．

Proof. Kの 2-セル
B

A C

t
s

j

η

を relative unitとするとき，これが K における絶対左 Kanリフトであることを示そう．K の 2-

セル
X B

A C

b

a t

j

χ

を任意に取る．pseudo-functor (−)∗ : Kcoop →M が局所充満忠実であることから，この 2-セル
はMの 2-セル

X B

A C

b∗

χ∗
a∗ t∗

j∗

と一対一に対応する．随伴 a∗ a a∗ の counit a : a∗ ◦ a∗ ⇒ idA によって a∗ は絶対右 Kanリフト
Rifta∗ idA となるから，この 2-セルは

X B

A C

a∗

b∗

t∗

j∗

と一対一に対応する．仮定より η∗ が右 Kan拡張であることから，この 2-セルは

X B

A

a∗

b∗

s∗

と一対一に対応する．再び counit a : a∗ ◦ a∗ ⇒ idA が絶対右 Kanリフトであることから，この 2-

セルは
X B

A

b∗

s∗
a∗

と一対一に対応する．よって (−)∗ : Kcoop →Mが局所充満忠実であることから，Kの 2-セル

X B

A

b

a
s
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と一対一に対応する．この対応の逆は ηを pastingすることで得られるから，したがって ηは絶対
左 Kanリフトである．
同様に relative counitが絶対右 Kanリフトであることがわかる．

例 1.37. Kの射 j : A→ B が充満忠実であるとは，Mにおける随伴の unit j : idA ⇒ j∗ ◦ j∗
が同型であるときをいうのであった（定義 1.26）．系 1.17より j∗ ◦ j∗ ∼= Ranj∗ j

∗ であるから，
j が充満忠実であることは

A

A B

idA

1
j∗

j∗

がMにおける右 Kan拡張であることと同値であり，言い換えれば Kの 2-セル

A

A B

j
idA

j

1

が relative unitであることと同値である．

注意 1.38. 豊穣圏のなす proarrow equipment (−)∗ : V-Cat→ V-Prof において，1: j → j ◦ id
が relative unitであることは，j が豊穣関手として充満忠実であることと同値である．一方で，
1: j → j ◦ idが絶対左 Kanリフトであることは，台関手 j0 が通常の関手として充満忠実であ
ることと同値であることがわかる．このことから，命題 1.36の逆は一般に成り立たない．

しかし次が成り立つ．

命題 1.39 ([Woo82, Proposition 12]). Kの 2-セル

B

A C

t
s

j

η

が絶対左 Kanリフトであるとする．このとき (1)j が左随伴である，もしくは (2)tが右随伴であ
るならば，η は relative unitである．

Proof. (1) j が左随伴で，r を右随伴に持つとする．このとき unit idA ⇒ r ◦ j は絶対左 Kanリ
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フトだから
B

C

A A

t

r

ηs

j

idA

も絶対左 Kan リフトである．特にこの 2-セルを unit として随伴 s a rt が成り立つ．このとき
s∗ a (rt)∗ が成り立つから，Mの 2-セル

B

C

A A

s∗ η∗
t∗

j∗ r∗

idA

が絶対右 Kan 拡張となる．下の三角形は随伴 j∗ a r∗ の counit だから絶対右 Kan 拡張である．
したがって η∗ はMの右 Kan拡張となり，η は relative unitである．
(2) tが右随伴で，f を左随伴に持つとする．このとき unit idC ⇒ t ◦ f は絶対左 Kanリフトだ
から

B

A C C

t

j

f

idC

も左 Kanリフトである．よってこの 2-セルは η と同型である．このとき

B

A C

s∗

η∗ t∗

j∗

∼=
B

A C C

f∗

j∗ idC

t∗

となる．右辺の右の三角形は随伴 f∗ a t∗ の counitだから絶対右 Kan拡張である．したがって η∗

はMの右 Kan拡張となり，η は relative unitである．

命題 1.40 ([Woo82, Proposition 13]). K の射 j : A → B が右随伴か左随伴を持つとする．こ
のとき次は同値：

(i) j は充満忠実である．すなわち随伴 j∗ a j∗ の unit j : idA ⇒ j∗ ◦ j∗ は同型である．
(ii) j は表現可能的に充満忠実 (representably full faithful) である．すなわちすべての対象

X ∈ Kに対して関手 j ◦ − : K(X,A)→ K(X,B)は充満忠実である．
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Proof. 例 1.37で見たように，条件 (i)は

A

A B

j
idA

j

1

が relative unitであることと同値である．一方，条件 (ii)はこの 2-セルが絶対左 Kanリフトであ
ることと同値である．したがって主張は命題 1.36と命題 1.39より従う．

定義 1.41. Kの 2-セル
B

A C

k
j

f

κ

が f の j に沿った各点左 Kan拡張 (pointwise left Kan extension)であるとは，pseudo-functor
(−)∗ で移したときに得られる 2-セル

B

A C

j∗

κ∗

f∗

k∗

がMの右 Kanリフトとなるときをいう．
同様に，Kの 2-セル

B

A C

k

κ
j

f

が f の jに沿った各点右Kan拡張 (pointwise right Kan extension)であるとは，pseudo-functor
(−)∗ で移したときに得られる 2-セル

B

A C

k∗

κ∗
j∗

f∗

がMの右 Kan拡張となるときをいう．

注意 1.42. 2-セル κ : f ⇒ k ◦ j が各点左 Kan拡張となるのは，ちょうど k が f の j∗-重み付
き余極限となる，つまり k ∼= j∗ ⋆ f となるときである．
同様に 2-セル κ : k ◦ j ⇒ f が各点右 Kan拡張となるのは，ちょうど kが f の j∗-重み付き極
限となる，つまり k ∼= {j∗, f}となるときである．
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命題 1.43. 各点 Kan拡張は Kan拡張である．

Proof. pseudo-functors (−)∗, (−)∗ が局所充満忠実であることから直ちに示せる．

命題 1.44 ([Woo82, Proposition 14]). Kの 2-セル κ : f ⇒ k ◦ j が各点左 Kan拡張のとき，j

が充満忠実ならば κは同型である．

Proof. κが各点左 Kan拡張であるとき，

B

C A

j∗
κ∗

k∗

f∗

は右 Kanリフトである．一方，随伴 j∗ a j∗ の counit j : idB ⇒ j∗ ◦ j∗ は絶対右 Kanリフトで
あるから，

A

C B B

j∗j

k∗

j∗

idB

も右 Kanリフトである．よって 2-セル

A

B B

C A

j∗j

j∗

idB

j∗κ∗
k∗

f∗

も右 Kan リフトである．ここで j は充満忠実であるから unit j : idA ⇒ j∗ ◦ j∗ が同型である．
よって上の 2-セルは f∗ の idA に沿った右 Kanリフトとなり，

A

B B

C A

j∗

idA
∼=

j

j∗

idB

j∗κ∗
k∗

f∗

∼=

A

C A

idA

1

f∗

f∗

が成り立つ．他方，随伴の三角等式より j∗ ∼= j∗ ◦ j∗ ◦ j∗
j∗ j
===⇒ j∗ が恒等 2-セルとなるから，左
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辺は
A

B

C A

idA
κ∗

j∗

k∗

f∗

になる．これが恒等 2-セル 1: idA ◦f∗ ⇒ f∗ と同型であるから，κ∗ も同型である．したがって κ

も同型となる．
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